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摘 要院 提出了利用一种可实现一个移动和两个转动的小型 3 自由度(3-DOF)并联机构来控制支撑

激光聚焦次镜的方案。采用传统的欧拉角描述动平台运动方式，建立了小型 3-PRS 机构的运动学模

型，分析了机构的正、逆运动学性能，进行了包括约束雅克比矩阵的建立和伴生运动的求解。基于运

动学分析，定性分析了机构的奇异位形。联合 ADAMS 与 MATLAB，计算了机构的可达工作空间，动

平台绕 x 轴最大运动角度为依15.167 1毅；绕 y 轴最大运动角度为依13.319 4毅；沿 z 轴方向的移动大约为

9.954 1 mm，分析证明该小型 3-PRS 机构完全满足支撑激光聚焦次镜结构的设计要求。
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Kinematic analysis of a 3-DOF mini mechanism based on laser
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Abstract: A 3-DOF parallel 3-PRS mechanism, which can realize one translational and two rotational
motions and also can brace the secondary mirror used in laser beam focusing, was proposed. Traditional
Euler angle for describing the motion of moving platform was adopted, and based on that, kinematic
model of a 3-DOF mini mechanism was built to analyze its direct and inverse kinematics performances
including Jacobian matrix generation and solving the problem of accompanying motions. Furthermore,
qualitative analysis of singularity and quantitative analysis of the reachable workspace of the mechanism
were given. By combining ADAMS with MATLAB, the maximum and minimum motions of the moving
platform including the motions of rotational x axis, rotational y axis and along z axis were approximate
15.167 1毅, 13.319 4毅 and 9.954 1 mm respectively. The derived results strongly prove that a 3-DOF mini
mechanism can fulfill the design requirement of the supporting structure of supporting the secondary
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0 引 言

随着激光技术[1-4]的快速发展袁实际应用中对激

光聚焦[5-7]提出了越来越高的要求遥 传统激光聚焦次

镜的直线型控制运动随着主镜多方向的位置偏差及

重力尧温度变形等因素袁已经不能满足设计要求遥 通

过设计适合多自由度运动的小型聚焦支撑运动结

构袁满足激光精确聚焦的意义重大遥
并联机构因高精度低能耗尧高刚性快反应尧高灵

活性和高承载能力的特性袁 特别是少自由度并联机

构袁 在一定程度上减少了六自由度并联机构工作空

间小尧机构复杂尧制造装配困难等问题袁使得少自由

度并联机构在精密医疗器械尧电子学尧生物工程和集

成光学等领域得到了广泛的应用遥
近年来袁3-DOF 并联机构成为了热点之一遥 黄

鹏等[8]提出了一种 3-PSP 机构并进行了速度特性及

精度特性的分析曰Pond 等 [9]通过灵活空间最大化对

比分析了三种不同类型组合的 3-PRS 机构遥 Lee 等[10]

利用压电陶瓷驱动分析了 3-RPS 并联机器人在微

动时的运动学性能曰Carretero 等 [11]设计分析了用于

支撑卡塞格林式望远镜次镜系统的 3-PRS 并联机

构的运动特性及工作空间曰Merlet 等 [12]优化设计了

安装在内窥镜上的微动 3-PRS 并联机器人遥
文中根据工程需求中环境适应性强尧稳定性高尧

挡光面积小尧负载大尧结构紧凑和控制精度高等设计

需求袁综合考虑现有驱动器行程尧精度及各类型的 3
自由度并联机构袁提出了一种能够实现大量程尧高精

度和相对较高承载能力的用于激光聚焦次镜支撑的

小型 3-PRS 并联机构袁P尧R 和 S 分别表示移动副尧
旋转副和球铰遥

文中首先通过基于 zxy 欧拉角建立了小型 3-
PRS 机构的运动学描述坐标系袁 分析了小型 3-PRS
机构的运动模式曰其次袁对小型 3-PRS 机构进行了

逆尧正运动学求解袁建立了小型 3-PRS 机构的雅克

比矩阵袁并定量计算了小型 3-PRS 机构的伴生运动

的大小曰随后袁分析了小型 3-PRS 机构的奇异性及

消除奇异性设计曰最后袁分析了特定尺寸下该机构的

可达工作空间遥
1 小型 3-PRS机构描述

如图 1 所示袁3-PRS 并联机构由静平台尧动平台

和三条相同的支链组成袁并以相隔 120毅均匀布置遥每
条支链依次由垂直放置的移动副(P)尧旋转副(R)和球

形铰链(S)组成遥 其中袁移动副由固定在静平台上的

步进电机驱动袁其他关节为被动关节遥

图 1 小型 3-PRS 机构 UG 模型

Fig.1 UG model of a 3-PRS mini mechanism

根据自由度计算公式可知袁3-PRS 机构共有 8
个构件袁9 个运动副袁运动副的总自由度为 15袁因此

该机构共有 6伊(8-9-1)+15=3 个自由度遥 另外袁根据

螺旋理论 [13]袁这三个自由度分别为两个绕 x尧y 轴旋

转和一个沿 z 轴移动自由度袁 这与工程实践中次镜

的目标运动方向正好一一对应遥

2 小型 3-PRS机构运动学分析

从运动约束的角度分析袁3-PRS 机构的动平台受

到三条支链的共同约束袁也即动平台六个自由度受到

了三个约束条件的限制袁 这样袁3-PRS 机构的动平台

在实现三个目标自由度运动的同时袁可能在另外三个

自由度方向也存在运动袁即伴生运动袁该伴生运动由

目标运动决定遥 因此袁为了满足该机构在实际应用中
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的要求袁必须对 3-PRS 机构的坐标系建立方式尧运动

模式和包含的伴生运动的运动学进行深入分析遥
2.1 建立坐标系

建立如图 2 所示的运动简图袁 其中静平台固定

坐标系 O-xyz 的原点 O 在半径为 a 的静平台 A1A2A3

中心袁Oxy 平面与静平台重合袁-y 轴过 A1 点袁z 轴垂

直静平台向上袁x 轴与 y尧z 轴形成右手坐标系遥 动坐

标系 P-uvw 的原点 P 位于半径为 b 的动平台 B1B2B3

中心袁Puv 平面与动平台重合袁-v 轴过 B2 点袁w 轴垂

直动平台向上袁u 轴与 v尧w 轴形成右手坐标系遥 三个

定长连杆 BiDi 长为 l袁 三个滑动副沿着 AiDi 运动袁运
动距离为 di遥 为了方便分析袁建立每一条支链的矢量

闭环袁图中以 OPA1B1 为示例遥 其中在 O 坐标系下的

P尧Ii尧di尧ai尧qi 矢量分别表示OP 尧BiDi 尧AiDi 尧OAi 尧OBi 袁
bi 为 P 坐标下的矢量表示PBi 袁其中 i=1袁2袁3遥 由于各

支链等间距袁 =120毅袁 =240毅遥 定义 d=[d1 d2 d3]T 为三

个驱动器的位移量遥且定义 X=[px py pz ]T 表示

动平台位姿遥 其中 尧 尧 分别为用欧拉角表示的分

别绕固定坐标系 x袁y袁z轴的旋转角度袁且 P=[px py pz]T遥
根据设计需求袁部分参数如表 1 所示遥

图 2 小型 3-PRS 机构简图

Fig.2 Schematic representation of a 3-PRS mechanism

表 1 结构参数

Tab.1 Architecture paramaters

2.2 伴生运动分析

由建立的坐标系可得各矢量表示如下院
a1=[0 -a 0]T (1a)

a2=[- 3姨 a/2 a/2 0]T (1b)

a3=[ 3姨 a/2 a/2 0]T (1c)
b1=[0 -b 0]T (2a)

b2=[- 3姨 b/2 b/2 0]T (2b)

b3=[ 3姨 b/2 b/2 0]T (2c)
通过 zxy 欧拉角描述的动平台旋转矩阵为院

R=Ry( )Rx( )Rz( )=
c c +s s s -c s +s s c c s

c s c c -s
-s c +s c s s s +s c c c c

杉

删

山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

=
ux vx wx

uy vy wy

uz vz wz

杉

删

山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

(3)

式中院c 代表余弦函数曰s 代表正弦函数遥

q1=P+Rb1=
px-bvx
py-bvy
pz-bvz

杉

删

山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

(4a)

q2=P+Rb2=
px- 3姨 bux/2+bvx/2

py- 3姨 buy/2+bvy/2

pz- 3姨 buz/2+bvz/2

杉

删

山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

(4b)

q3=P+Rb3=
px+ 3姨 bux/2+bvx/2

py+ 3姨 buy/2+bvy/2

pz+ 3姨 buz/2+bvz/2

杉

删

山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

(4c)

考虑到旋转副(R)使得球型铰链(S)只能在BiDi 尧
AiDi 所确定的平面内运动袁 因此可以得到以下三个

约束方程院
q1x=0 (5a)

q2x=- 3姨 q2y (5b)

q3x= 3姨 q3y (5c)
将公式(5)分别对应代入公式(4)中袁便可得到院

px-bvx=0 (6)

px- 3姨 bux/2+bvx/2=- 3姨 (py- 3姨 buy/2+bvy/2) (7)

px+ 3姨 bux/2+bvx/2= 3姨 (py+ 3姨 buy/2+bvy/2) (8)
对公式(6)~(8)化简便可得到院

px=buy=bc s (9)
py=b(ux-vy)/2=b(c c +s s s -c c )/2 (10)

tan =s s /c +c (11)
考虑到球型铰链的限制袁 动平台不可能绕 x尧y

Parameters Value/mm

dmax 10

驻d 0.001 5

dmin 0

Parameters

a

b

l

Value/mm

30

25

30
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轴无限转动袁所以 跃-仔/2袁 约仔/2 且 c +c 屹0袁所以

公式(11)可以进一步表示为院
=Atan2(s s 袁c +c ) (12)

至此袁从公式(9)尧(10)和(12)便得到了小型 3-PRS
机构在另外三个自由度上的伴生运动如图 3 所示遥

图 3 伴生运动图(a)沿 x 轴的相对动平台半径移动距离 px/b 的

伴生运动(b)沿 y 轴的相对动平台半径移动距离 py/b 的

伴生运动(c)绕 z 轴旋转欧拉角 的伴生运动

Fig.3 Parasitic motion (a) along x axis distance relative to the

radius of the move platform px/b (b) along y axis distance

relative to the radius of move platform py/b (c) around

z axis rotating Eulerian angle

2.3 3-PRS 小型机构雅克比矩阵

参考图 2袁可以得到每条(i)支链的闭环矢量式院
P+Rb2=ai+bi+Ii (13)

其中每个驱动器的矢量可以表示如下院
d1=[0 0 d1]T (14a)

d2=[0 0 d2]T (14b)
d3=[0 0 d3]T (14c)

将公式(13)关于时间微分将得到

vp+wp伊Rbi=vidi+lwi伊Ii (15)
式中院wp尧vp 分别表示动平台空间角速度和线速度曰vi
表示驱动器速度曰wi 表示定长连杆空间角速度遥

为了消去 wi袁公式(15)两边同时点乘 Ii袁得到

Ii窑vp+(Rbi伊Ii)窑wp=viIi窑di (16)

令X觶 =[vp wp]T袁d觶=[d觶 1 d觶 2 d觶 3]T 分别表示动平台速

度和驱动速率袁公式(16)改写为矩阵形式院
JxX觶 =Jqd觶 (17)

其中

Jx=

IT1 Rbi伊I1

IT2 Rbi伊I2

IT3 Rbi伊I3

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫
3伊6

(18)

Jq=
I1窑d1 0 0
0 I2窑d2 0
0 0 I3窑d3

杉

删

山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫
3伊3

(19)

考虑到 3-PRS 机构可以用三个独立的自由度

描述动平台的运动袁所以X觶又可以用下式表示为院
X觶 =Jrx觶 (20)

其中三个独立变量速度x觶=[p觶 z ]T袁

Jr=

鄣px鄣pz

鄣px鄣 鄣px鄣
鄣py鄣pz

鄣py鄣 鄣py鄣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

鄣鄣pz

鄣鄣 鄣鄣

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

(21)

由公式(17)尧(20)便可得到

d觶=Jx觶 (22)

这里 J=J -1
q JxJr 便是 3-PRS 机构的约束雅克比

矩阵遥
2.4 逆向运动学分析

运动学反解的目的是由已知动平台的输出位姿

变量得到驱动的输入变量遥 参考图 2 的闭环矢量式袁
可得矢量闭环
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Ii=qi-(di+ai)袁i=1袁2袁3 (23)
那么袁连杆长度可以用下式表示院

l2=(qi-(di+ai))T窑(qi-(di+ai)) (24)
分别代入坐标值便可求出 di袁 由于平方关系的

存在袁每一个 di 都有两个值袁因此最多可能存在八组

驱动器运动位置组合遥根据小型机构的位置及方向袁
只取负数平方根作为合理运动值遥
2.5 正向运动学分析

给定驱动输入变量值袁求得动平台的位姿输出变量

值的分析方法属于正向运动学范畴遥 由公式(23)可得院
Fi=(qi-(di+ai))T窑(qi-(di+ai))-l2=0袁i=1袁2袁3 (25)
运动学正解问题转变成了求解公式(25)所表示

的非线性方程组遥因方程不能用解析求解袁这里采用

牛顿迭代法求解遥
xi+1=xi- 鄣Fi鄣xi蓸 蔀 -1

Fi(xi) (26)

当 鄣Fi鄣xi蓸 蔀 -1

非奇异袁选定初值后袁通过迭代方程

组(26)必有唯一解遥
3 奇异性分析

并联机构的奇异性对机构的结构设计及最终的

运动路径都非常重要袁 尤其是工作空间范围内的奇

异位置袁必须设法避开遥
3.1 确定奇异位形类型

一般通过雅克比矩阵来判断机构的奇异性遥 根

据参考文献[13]袁公式(17)可以确定三种奇异性遥
(1) 逆运动学奇异

此时袁J-1
q 不存在也即 det(Jq)=0遥 从公式(19)Jq 的

表达式可知袁只要其中任意一个或多个

Ii窑di=0袁(i=1袁2袁3) (27)
即可满足行列式为零遥 而公式(27)同时表明袁此时连

杆与驱动器相互垂直遥这种情况下袁动平台失去与公

式(27)相对应的自由度个数遥
(2) 正运动学奇异

此时袁Jx 不可逆遥 由 Jx 的矩阵表达式可知袁此时

矩阵不满秩遥 只要其中任意两个或全部

Rbi伊Ii=0袁(i=1袁2袁3) (28)
即可出现正运动学奇异遥 公式(28)表明袁有两个或三个

连杆与动平台在同一平面内遥这种情况下袁动平台即使

在驱动器定位后仍然能得到一个或多个自由度遥

(3) 正尧逆运动学综合奇异

此时袁Jq 不可逆且 Jx 不满秩遥 通常来讲袁只有特

定结构尺寸的机构才会出现这种奇异位形遥比如袁当
B1D1 彝PB1 袁 且B2D2 和B3D3 相交于 P 点与动平台共

面遥这种情况下袁在驱动器定位后动平台可以绕直线

B2B3 无限转动遥 当驱动器 d1 任意小的移动都将使动

平台锁死或者损坏机构遥
(4) 约束奇异

对于少自由度机构袁还存在着约束奇异 [14]袁而这

种奇异性不能通过公式(17)来确定遥 当少自由度的

运动链不能限制动平台向着预设的平台运动时袁将
出现约束奇异遥 比如当动平台只在 B1 处受到三个相

互独立尧共点且共面时的约束力时袁那么当动平台受

到的约束少于三个时袁 将使得动平台获得一个或多

个自由度遥 不过袁对于小型 3-PRS 机构袁主要由球型

铰链(S)提供约束限制动平台袁这种类型的奇异性不

太可能会出现[15]遥
3.2 结构设计消除奇异性

上一小节分析的奇异性可以通过设计机构结构

尺寸来消除遥 对于该光学精密小型 3-PRS 机构袁只
有一个可控参量 l 可以修改袁 其余参量都有明确的

设计要求遥
(1) 消除逆运动学奇异

当有任意一个连杆与相应的驱动器垂直时袁有
a=l+b(由于伴生运动袁等号右边略大于 a)遥 考虑参数

要求袁a约l+b 即可消除奇异位形的发生遥
(2) 消除正运动学奇异

根据之前的分析袁可以分为两类遥
(I) 有两个连杆与动平台共面遥 为方便描述袁假

设 I1 和 I2 与动平台共面袁此时仍有 a=l+b(由于伴生

运动袁等号右边略大于 a)遥只需 a约l+b 即可消除此种

奇异位形遥
(II) 三个连杆都和动平台共面袁 此时袁d1=d2=d3袁

即 a=l+b袁综合考虑参数要求袁只需要 a约l+b 即可满

足条件遥
(3) 消除复合奇异

综合考虑(1)尧(2)袁a约l+b 即可消除符合奇异位形遥
结合以上分析袁 该小型机构在现有参数下在工

作空间内不存在奇异位形遥 这主要归功参数 a尧b 有

特定设计要求袁 而另外一个可变参数 l=30 mm 在其

他参数确定情况下根据传输角[16]巧妙设计的遥
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4 工作空间分析

并联机构普遍存在工作空间相对较小的不足袁而
工作空间的形状与大小也相应地反映了并联机构的

工作能力袁 因此对并联机构工作空间的分析必不可

少遥 可达工作空间是指参考点至少在一个方向上所能

达到的极限空间遥这里选择动平台中心点 P 作为参考

点遥 通过运动学正解袁工作空间可以很容易地用一系

列点来表示遥 但运动学正解求解比较复杂袁考虑到工

作空间内无奇异位形袁那么可以将工作空间按高度连

续分割成若干子空间袁每个子空间内也是连续的遥 分

析工作空间的问题转化为确定三维空间的边界问题遥
文中提出了利用软件仿真运动学正解结合极坐标法

进行工作空间的边界搜索方法袁具体步骤为院
(1) 根据小型 3-PRS 机构的参数要求袁建立 UG

模型袁 在多体动力学软件 ADAMS 中通过改变驱动

器变量条件进行多次运动学正解仿真袁 得到三个独

立变量 x=[pz ]T 的极限值遥 如图 4 所示遥

图 4 ADAMS 仿真运动学正解(a)绕 X 轴旋转欧拉角 随时间

变化曲线(b)绕 Y 轴旋转欧拉角 随时间变化曲线(c)沿

Z 轴移动距离 pz 随时间变化曲线.

Fig.4 ADAMS simulation with direct kinematics (a) time varying

curve of round X axis (b) time varying curve of round

Y axis (c) time varying curve of pz round Z axis

(2) 为确保能搜索到所有解袁利用图 4 适当放大

通过 ADAMS 仿真得到的上下极限值袁 确定 pzmax尧
pzmin袁 max尧 min袁 max尧 min遥

(3) 将工作空间按 z 方向将 pz 连续切割成若干

子空间袁 将 px尧py 用绕 x尧y 轴旋转的 和 表示袁方
便用极坐标方法搜索遥 具体方法如下院

1) pz 从 pzmax 值开始遥2) 极角从 0毅开始搜索遥3) 极

径从最大值开始搜索遥根据极角和极径袁可以确定一

组 和 袁如果此时的(px袁 袁 )满足运动学反解方程

组(三个驱动器的行程都在极限位移内)袁该点即为

工作空间的边界遥如果不满足袁则极径按一定步长减

小袁 直到找到满足方程的组合解或极径减为 0 时为

止遥 4) 极角按一定步长增加袁重复 3)袁直到极角增加

到 2仔遥 5) pz 增加一定步长袁重复 2)~4)袁直到 pz 到达

上限遥
按以上算法得到小型 3-PRS 并联机构的工作

空间如图 5 所示遥

(a) 三维视图

(a) Three鄄dimensional view

(b) 俯视图

(b) Top view
图 5 小型 3-PRS 并联机构的工作空间

Fig.5 Workspace of 3-PRS mini parallel manipulate

从图 5 可知袁 小型3-PRS 可达工作空间并不对

称袁沿着 Z 方向袁在工作空间较高和较低的位置袁工
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作空间截面呈三角形曰然而袁在中部附近的工作截面

成六边形遥 显然袁对于该机构袁绝大多数的控制都应

该集中在这样的工作空间内遥 另外袁动平台绕 x 轴最

大运动角度为 15.167 1毅曰 绕 y 轴最大运动角度为

13.319 4毅曰沿 z 轴方向的移动 驻pz 大约为 9.954 1 mm,
这与 ADAMS 仿真的结果非常吻合遥
5 结 论

文中结合 ADAMS 仿真软件袁利用 MATLAB 等

工具从理论上分析了小型 3-PRS 并联机构实现多

自由度精确调焦的可能性遥首先袁利用该并联机构的

闭环特性推导了小型 3-PRS 的反解及约束雅克比

矩阵袁应用牛顿迭代法解决了运动学正解曰其次袁利
用雅克比矩阵分析了三种不同的机构奇异性袁 并定

性给出了消除方法曰最后袁结合多体动力学软件袁通
过数值方法定量分析了可达工作空间遥 得到了小型

3-PRS 并联机构作为激光调焦次镜支撑结构的如下

优势和不足遥
(1) 在有限的转动空间里袁 小型 3-PRS 机构的

运动模式是唯一的袁 在工作空间内不会出现运动奇

异袁因此运动控制实现相对简单遥
(2) 在机构设计方面袁当对整体尺寸有特定要求

后袁 机构的设计参数仅有两 (驱动器行程和连杆定

长)个袁结合目前工程需求及相应技术提供袁机构的

设计参数进一步简化为一(连杆定长)个袁这使得优

化该机构变得极其方便遥
(3) 通过运动学及工作空间分析袁 小型 3-PRS

机构理论上完全可以满足激光聚焦次镜支撑结构的

设计要求遥
(4) 小型 3-PRS 机构的不足之处在于袁 伴生运

动量受到动平台倾角影响显著袁 各关节的设计精度

要求较高遥
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