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摘 要院 基于稀疏性的高光谱解混是近年来高光谱混合像元分解的研究热点。主要研究了 L1正则化

的高光谱混合像元分解算法。首先分析了 L1正则化的三种解混模型，即无约束、非负约束和全约束模

型；然后给出了三种模型对应的数值求解算法；最后，采用模拟的和真实的高光谱数据进行实验，比

较了三种高光谱混合像元分解算法的效果。实验结果表明：三种模型均具有很好的高光谱混合像元分

解精度(SRE)，其中全约束模型最好，非负约束模型次之，无约束模型最差；全约束模型在信噪比低和
端元数多的情况下，仍然获得较高的 SRE。
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Abstract: Hyperspectral unmixing based on sparsity is a research hotspot in recent years. This paper
studies the hyperspectral unmixing algorithms based on L1 regularization. First we analyzed three unmixing
models, including unconstrained model, non鄄negative constraint model and full鄄constrained model. And
then the corresponding algorithms are presented. In the end, both simulated and real hyperspectral data
sets are used to compare and evaluate the proposed three hyperspectral unmixing algorithms. Experimental
results demonstrate that three models all have good high鄄precision. The full constrained model achieves
the best unmixing precision (SRE). The non鄄negative constrained model is better. And the unconstrained
model is worst. In particular, the fully constrained model achieves the higher SRE under the low signal to
noise ratio and a large amount of endmembers situation.
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0 引 言

高光谱遥感影像具有光谱分辨率高袁 图谱合一
的特点遥 但于受到传感器的像元大小对空间分辨率
的限制以及自然界地物的复杂多样性的影响袁 高光
谱遥感影像中的一个像元所包含的地物可能并不单

一袁 导致一个像元对应的光谱曲线可能由多种不同
物质的光谱曲线混合而成袁 使得高光谱遥感影像中
存在大量的混合像元遥而混合像元的存在袁影响了地
物的识别和分类精度 [1]遥 因此袁如何解决混合像元分
解问题袁成为高光谱影像分析和定量化应用的关键遥

混合像元分解是采用特定的方法袁 从混合像元
中提取典型地物(端元)的光谱袁并计算出这些地物
所占的比例 (丰度)遥 高光谱混合可以分为线性混合
和非线性混合两种模式遥 由于线性光谱混合模型简
单尧效率高尧物理含义明确袁是当前混合像元分解研
究的主流遥 传统的高光谱线性混合像元分解方法可
以分为基于统计的方法和基于几何的方法两类[2]遥

近年来袁随着压缩感知和稀疏表示理论的蓬勃发
展袁学者们对稀疏性有了更为深刻的认识袁自 2009年
Iordache等人首次尝试将稀疏性约束加入到高光谱混
合像元分解模型中[3]袁基于稀疏性的高光谱混合像元
分解受到国内外学者的高度关注袁并成为新的研究热
点[4-8]遥基于稀疏性的高光谱混合像元分解用已知的光
谱库代替端元集合用于高光谱混合像元分解遥 此时袁
基于稀疏性的混元分解问题等同于稀疏分解问题遥

L0范数是常用的稀疏性正则子遥L0稀疏性好袁但
L0正则化的高光谱影像解混问题是一个 NP 组合优
化问题袁求解过于复杂袁不利于实际的应用遥 2006年袁
Tao和 Candes合作证明了在 RIP条件下 [9]袁L0正则化

问题与 L1正则化问题具有相同的解遥因此 L1正则化

问题能获得较为合理的稀疏解袁且具有快速算法遥基
于 RIP条件袁文中用 L1范数代替 L0范数袁研究了 L1正

则化的高光谱混合像元分解算法袁分析了 L1正则化的

三种解混模型袁给出了三种模型对应的数值求解算法袁
并比较了三种高光谱混合像元分解算法的效果遥
1 基于稀疏性的混合像元分解模型

1.1 线性高光谱混合模型
线性混合模型假定一个像元的光谱是所有的纯

光谱(端元)的一个线性组合袁数学模型描述如下院
yi=移q

j=1 mi,jxj+ni (1)

式中院yi 为混合像元曰mi,j 为端元曰xj 为端元对应的丰

度曰ni为噪声遥
假设实际高光谱仪具有 L个波段袁模型(1)可以

表示成矩阵的形式院
y=Mx+n (2)

式中院y 为 L伊1 的像元列向量曰M 为 L伊q 的光谱矩
阵曰x 为 q伊1 的丰度列向量曰n 为 L伊1 的噪声向量遥
由端元和丰度的物理意义袁端元满足非负约束袁丰度
满足和为 1 约束和非负约束遥 非负约束表示为 xi逸
0遥 和为 1约束表示为移q

j=1 xi=1遥
1.2 基于稀疏性的混合像元分解模型

假定用已知的光谱库代替端元矩阵袁 则线性混
合模型可以转化为院

y=Ax+n (3)
式中院A沂RL伊p表示包含 p个端元光谱信号的 L伊p 的
光谱库矩阵曰x 为 p伊1 的列向量袁表示各个端元对应
该混合像元的丰度系数曰n为 L伊1的噪声向量遥

根据高光谱混合像元的机理袁A 中光谱数远大
于公式(2)中 M中的端元数 q袁即 x中非零个数 q约约p曰
此时 y在 A中的丰度系数 x就具有野稀疏性冶遥 因此袁
混合像元分解问题类似于稀疏问题遥 基于稀疏性的
混合像元分解模型为院

min
x

||x||0 s.t. ||Ax-y||
2
2 臆 (4)

式中院 ||x ||0为 x 的 L0范数袁 表示 x 中非零系数的个
数遥 尽管 L0范数能够很好地刻画稀疏性袁但是 L0范

数的非凸性袁导致求解困难遥 而 L1范数是凸函数袁具
有快速算法袁且能获得较为合理的稀疏解遥通常用 L1

范数代替 L0袁得到院
min

x
||x||1 s.t. ||Ax-y||

2
2 臆 (5)

线性高光谱模型有两个物理方面的约束袁 即非
负约束和和为 1约束遥基于此袁文中将基于稀疏性的
混合像元分解模型分为三种袁即无约束模型袁非负约
束模型袁全约束模型(包含非负尧和为 1 约束)遥 三种
模型描述如下院

无约束模型院
min

x

1
2 ||Ax-y||

2
2 + ||x||1 (6)
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非负约束模型院
min

x

1
2 ||Ax-y||

2
2 + ||x||1 s.t. x逸0 (7)

全约束模型院
min

x

1
2 ||Ax-y||

2
2 + ||x||1 s.t. x逸0袁1T x=1 (8)

式中参数 跃0是正则化因子遥
2 模型求解方法

无约束尧 非负约束和全约束混合像元分解模型
是典型的稀疏约束优化问题遥 如何对稀疏约束的优
化问题进行快速求解是近年来稀疏理论领域的一个

热点问题遥 2010年袁Bioucas鄄Dias等人提出变量分裂
增广拉格朗日算法 [10]袁并将其成功应用到稀疏约束
的图像复原遥 文中将变量分裂增广拉格朗日算法引
入到三种混合像元分解模型的问题求解遥
2.1 变量分裂增广拉格朗日算法

考虑一个由两个函数组成的非限制性优化问题院
min

x
f1(x)+f2(Gx) (9)

式中院G 为一个单位矩阵袁令 Gx=u袁引入了新的变量
u 作为函数 f2的因变量袁 就得到一个限制性优化问
题遥利用增广拉格朗日乘数方法来求解问题袁得到以
下公式院

(xk+1袁uk+1)=minf1(x)+f2(u)+ 2 ||Gx-u-dk||
2
2 (10)

dk+1=dk-(Gxk+1-uk+1) (11)
式中院 为罚参数曰dk+1为迭代误差遥公式渊10冤是多变
量的优化问题袁可采用交替迭代乘子算法来求解遥算
法流程如下院

算法 1院变量分裂增广拉格朗日算法
(1) 初始化 k=0袁 跃0

(2) 计算 xk+1=argmin
x

f1(x)+ 2 ||Gx-uk-dk||
2
2

(3) 计算 uk+1=argmin
u

f2(u)+ 2 ||Gxk+1-u-dk||
2
2

(4) 计算 dk+1=dk-(Gxk+1-uk+1)
(5) 更新 k=k+1
(6) 停止迭代袁直到终止条件满足遥

2.2 无约束模型的求解
采用变量分裂增广拉格朗日算法求解无约束模

型(6)时袁对应的 f1(x)和 f2(u)分别为院
f1(x)= 1

2 ||Ax-y||2
2 (12)

f2(u)= ||u||1 (13)
将公式 (12)和公式 (13)代入到算法 1 中的第 2

和 3步进行求解袁 通过迭代得到无约束混合像元分
解模型的增广朗格朗日变量分裂迭代求解遥 其中步
骤 2和 3中的优化问题的解为院

xk+1=B-1w (14)
uk+1=soft(vk袁 / ) (15)

式中院soft(窑)为软阈值函数曰B=ATA+ I曰w=ATy+ (uk+
dk)曰vk=xk+1-dk遥
2.3 非负约束模型的求解

与无约束模型的求解类似袁 非负约束模型对应
的 f1(x)和 f2(u)分别为院

f1(x)= 1
2 ||Ax-y ||2

2 (16)

f2(u)= ||u||1+詛R n
+
(u) (17)

式中院詛Rn
+
(x)为非负约束的指示函数遥将公式(16)和公

式(17)代入到算法 1 中的第(2)和(3)步求解袁迭代得
到非负约束模型的数值解遥

xk+1=B-1w (18)
uk+1=max{0袁soft(vk袁 / )} (19)

式中院B=ATA+ I曰w=ATy+ (uk+dk)曰vk=xk+1-dk遥
2.4 全约束约束模型的求解

类似袁全约束模型对应的 f1(x)和 f2(u)别为院
f1(x)= 1

2 ||Ax-y||
2
2 +詛{1}(1Tx) (20)

f2(u)= ||u||1+詛R n
+
(u) (21)

詛{1}(1Tx)表示和为 1约束的指示函数遥 求解得到院
xk+1=B-1w-C(1TB-1w-1) (22)

uk+1=soft(vk袁 / ) (23)
式中院B=ATA+ I曰w =ATy + (uk +dk)曰vk =xk +1-dk曰C =
B -11(1TB-11)-1遥
3 实验仿真与比较

为了验证算法的有效性袁 分别采用模拟和真实
数据对三种算法性能进行测试和比较遥 混合像元分
解的精度采用 SRE信号重建误差(SRE) 来度量遥 SRE
数值越大袁说明算法的混分像元分解精度越高遥其定
义如下院

SRE=10窑log10E[||x||2
2 ]/E[||x-x赞 ||2

2 ] (24)

式中院x 为实际的混合像元丰度系数曰 x赞为通过混合
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像元分解算法求得的丰度系数遥
3.1 模拟数据的测试

模拟数据光谱库 A 来自美国地质勘探局 USGS
的光谱库 Splib06遥 Splib06 由 498 条光谱组成袁光谱
波段数 L=224遥 任意选定 50种光谱构造模拟数据光
谱库 A袁即 A为 224伊50矩阵遥 高光谱影像 y的混合像
元数设定为 100袁即空间分辨率为 10伊10遥 实验中三
种算法的参数均设定为院 =10-4袁迭代次数为 500次遥

图 1给出了端元信噪比 SNR=40 dB时袁 三种算
法 SRE 随端元数 k=2袁噎袁20的变化曲线遥 从图 1可
以看出院在端元数较小时袁三种算法的 SRE 差距较
大曰随着端元数的增加袁三种算法的 SRE 逐渐下降袁
SRE的差距也逐渐变小遥总体来说袁相比其他两种模
型袁无论端元数如何变化袁全约束模型均获得最好的
分解精度遥

图 1 SRE 随端元数 k 的变化图

Fig.1 Plot of SRE values with k

图 2 给出了端元数 k=5 时袁三种算法的 SRE 随
SNR的变化曲线遥从图 2可以看出袁全约束模型获得
最好的分解精度袁非负约束模型次之袁无约束模型最
差遥当 SNR比较小时袁三种算法的 SRE差距较大袁无
约束模型甚至出现了负值袁 而当 SNR 逐渐变大袁三
种算法性能趋于相近遥总体来讲袁全约束模型获得最

图 2 SRE 随 SNR 的变化图

Fig.2 Plot of SRE values with SNR

好的分解精度遥 特别地袁在低信噪比环境下袁全约束
模型获得明显优于另外两种算法的分解精度遥

图 3给出了端元数 k=4袁信噪比 SNR=30 dB时袁
三种算法提取出的丰度图像的视觉效果图遥 其中袁
图 (a)为原始丰度图像袁图 (b)~(d)分别为无约束尧非
负约束和全约束模型算法提取出的丰度图像遥由图(b)
可以看出院无约束模型获得的丰度图像模糊袁且布满
噪声遥相对于无约束模型袁非负约束模型提取出的丰
度图像更加清晰袁且噪声点更少遥而全约束模型提取
出的丰度图像最清晰袁含有少量的噪声点袁混合像元
分解的精度最高遥

(a) 真实丰度图 (b) 无约束估计的丰度图

(a) True abundance (b) Non鄄constraint abundance

(c) 非负约束估计的丰度图 (d) 全约束估计的丰度图

(c) Non鄄negative abundance (d) Full constraint abundance

图 3 真实丰度系数图与估计的丰度系数图

Fig.3 True and estimated abundance fractions

3.2 真实数据的测试
真实测试数据选择 AVIRIS 的 Cuprite 数据遥影

像为美国内华达地区影像袁影像光谱分辨率 (波段
数)为 188袁空间分辨率为 350伊350遥 为了计算方便袁
在真实测试影像中选取空间分辨率为 80伊80 的区
域进行实验袁如图 4(a)所示遥 图 4(b)为截取的测试
用影像遥光谱库 A 采用 224伊498 的 USGS 光谱数据
库遥 为了使得光谱库 A 中光谱分辨率与测试影像
光谱分辨率一致 袁 将光谱库 A 的波段数截断为
188遥实验中袁参数 和迭代次数与模拟数据的测试

实验一致遥
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(a) 真实的高光谱数据
(a) Real hyperspectral data

(b) 截取部分
(b) Selected section

图 4 真实的 AVIRIS Cuprite 高光谱数据
Fig.4 AVIRIS Cuprite hyperspectral scene used in experiments

图 5给出了三种模型混合像元分解后提出的丰
度图像遥 其中袁图(a)~(c)分别对应无约束尧非负约束

(a) 无约束估计的丰度系数图

(a) Non鄄constraint abundance

(b) 非负约束估计的丰度系数图 (c) 全约束估计的丰度系数图

(b) Non鄄negative abundance (c) Full constraint abundance

图 5 从真实 AVIRIS Cuprite 高光谱数据中估计出的丰度系数图

Fig.5 Fractional abundance estimations from AVIRIS Cuprite

hyperspectral data

和全约束模型提取的丰度图像遥 从图可以看出无约
束模型得到的丰度图像视觉效果不理想遥 由于无约
束模型得到的丰度系数出现了负数袁 导致其背景图
与另外两种不同遥 非负约束模型和全约束模型能够
较准确地得到真实的丰度遥但从结果来看袁全约束模
型的分解精度高于非负约束模型遥
4 结 论

文中首先研究了三种基于 L1 正则化的高光谱

影像混合像元分解模型和数值求解方法曰然后袁从模
拟数据和真实数据两方面对无约束尧非负约束尧全约
束混合像元分解算法性能进行比较与分析遥 实验结
果表明院 三种模型均具有很好的高光谱混合像元分
解精度袁其中全约束模型最好袁非负约束模型次之袁
无约束模型最差遥特别地袁全约束模型更加适用于信
噪比低和端元多的高光谱混合像元分解遥 由于只有
在严格的条件下袁L1 问题与 L0 问题的解才等价袁因
此 L1求解框架并不能保证获得满意的稀疏解遥 基于
L1正则化的高光谱影像混合像元分解算法仍有待进

一步改进遥 找到稀疏性好尧求解方便的稀疏因子袁以
获得更好的混合像元分解精度是下一步重点研究的

工作遥
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