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摘 要院 以 time鄄to鄄go为基础建立时变的目标罚函数，根据最优控制理论，推导了对常值机动目标时
变最优的增强型比例导引律；对权函数指数的分析结果表明，增强型比例导引有效导航比与权函数的

指数一一对应。对增强型比例导引有效导航比的工程取值范围给出了合理的理论解释。将制导动力学

简化为一阶滞后，并将导引头初始瞄准误差、目标常值机动引入到制导系统中，根据伴随法的数学思

想，研究了增强型比例导引制导系统在初始瞄准误差、目标常值机动作用下的脱靶量解析解，最后通

过伴随系统的数学仿真对解析解的正确性进行了验证。
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Abstract: The optimal augmented proportion al navigation for a constant maneuver target was deduced
using optimal control theory based on the cost function weighted by a power of time鄄to鄄go. The analysis
of the exponential of the weighted function shows that there exists a bijection between the navigation
ratio and the exponential which gives a reasonable theoretical explanation for the engineering value of the
APN navigation ratio. The seeker heading error and a constant maneuver target was introduced into the
augmented proportional navigation guidance system while the guidance dynamics was simplified as a
single lag. According to the mathematic thought of the adjoint method, the miss distance of the APN
guidance system with a single鄄lag was studied and the closed鄄form solutions of which were deduced
when the heading error and the constant maneuver target enters into the system and the miss distance
closed鄄form solutions was validated through the simulation of the adjoint guidance system.
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0 引 言

传统的比例导引律及增强型比例导引律的研究

已经比较广泛 [1-5]袁其目标罚函数一般定义为野使加
速度平方的积分最小冶袁 得到的最优导航系数 N 为
3遥 Chang鄄Kyung Ryoo, Ernest J. Ohlmeyer 等人在研
究扩展最优弹道成型制导律时将目标罚函数由传统

的野使加速度平方的积分最小冶扩展为野使加速度平
方与剩余飞行时间的 n次方的倒数的乘积的积分最
小冶袁进而得到时变最优的弹道成型制导律 [6-7]遥 将类
似的方法引入到增强型比例导引的研究中袁 可扩展
得到时变最优的增强型比例导引遥

不管导弹制导系统采用的何种制导律袁 制导精
度都是制导系统工程师非常关心的一个关键性能指

标袁通常用脱靶量大小来衡量遥传统的制导精度评估
办法是给定系统未知参数袁采用 Monte Carlo仿真试
验来分析[8]袁但当需要研究导引头角噪声或目标闪烁
噪声等对制导系统脱靶量的影响时袁 采用 Monte
Carlo 法就显得过于繁琐且费时 [2,8-9]曰另一种较简便
的方法是伴随法袁构造相应的伴随模型袁一次仿真即
可得到随末导时间变化的脱靶量[1]遥 上述两种方法均
需构造正确的制导系统模型袁 并辅以相应的数学仿
真才能得到最终结果遥 这就要求制导系统工程师熟
练掌握相应的制导系统模型及数学仿真方法才能展

开相关工作[1-2]遥
文中利用最优控制理论袁 根据扩展的目标罚函

数袁 推广得到对常值机动目标时变最优的增强型比
例导引律曰同时袁根据野伴随法冶的数学思想袁将制导
动力学简化为一阶滞后袁 推导得到在导引头初始瞄
准误差尧目标常值机动作用下的脱靶量解析解袁并利
用伴随法进行了数学仿真袁 验证了所推导的脱靶量
解析解的正确性遥 文中的脱靶量解析研究能够在一
定的假设前提下直接给出脱靶量和末导时间的关

系, 使制导系统工程师能方便快捷地对制导系统的
脱靶量进行估算遥
1 时变最优增强型比例导引律的理论推导

1.1 模型建立及理论推导
考虑常值机动目标的制导系统状态方程可表述

为:
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其中
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在上述系统中袁aT 表示目标常值机动加速度袁u
表示加速度指令袁yM袁y觶 M袁y咬 M分别表示弹-目相对运动
位置尧速度尧加速度袁制导律模型如图 1所示遥

图 1 对常值机动目标的制导律示意图

Fig.1 Model for guidance law derivation for a maneuver target

扩展的时变目标罚函数写成如下形式院
J= 1

2
tf

0乙 uT( )R( )u( )d (5)

以公式(4)为条件袁终端限制可表示为院
DX(tF)=E (6)

其中

D=[1 0 0]袁E=[yF]=[0] (7)
R为正定的时变权函数袁定义为院

R= 1
(tF-t)n = 1

tn
go

(8)

式中院tF为末导时间袁n逸0袁可为小数遥
公式(5)为标准的控制量罚函数的积分的推广袁

其中分母上的 tn
go允许控制量的权重随着 tgo寅0而增

加遥 n越大袁影响越大曰公式(8)通过参数 n包含了一
簇权函数遥 因此袁通过建立以 n为参数的罚函数袁推
广了导引律[6-7]遥

根据最优控制理论袁 上述所描述的问题最优解
为 [7]院

u*(t)=-R-1BTFG-1[FTx(t)-E] (9)
其中

F觶 =-ATF袁F(tF)=DT曰G觶 =FTBR-1BTF袁G(tF)=0 (10)
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将公式(2)尧公式(7)带入公式(10)中第一式袁令
F=[f1(t) f2(t) f3(t)] (11)

则
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解公式(12)尧(13)得到

F= 1 tgo
1
2 t2
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(14)

同时袁根据公式(10)中的第二式袁得到

G觶 =FTBR-1BTF=tn
go
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因而

G=
tf

0乙 tn+2
go dt=tn+3

go /(n+3) (16)

将 F尧G带入公式(9)中袁得到
u*(t)=-R-1BTFG-1[FTX(t)-E]=

n+3
t2

go

(yM+y觶 Mtgo+ 1
2 t2

go aT) (17)

1.2 制导律的工程化应用
令 q为纵向平面的弹-目视线角袁Vc为纵向平面

内的弹-目相对速度袁 根据弹-目视线角和导弹位置
的三角关系袁得到:

sinq=yM/Vctgo (18)
对上式求导袁得到:

y觶 M=Vc窑(-sinq+tgo窑cosq窑q觶 ) (19)
在视线角为小角假设下 [1,2]袁cosq抑1袁公式(19)可

表示为:

y觶 M=Vc窑(-sinq+tgoq觶 ) (20)
因为控制量 u为加速度(或过载)袁故公式(17)的

非线性形式可表示为:

ac=(n+3) Vc窑cosq窑q觶+ 1
2 aT蓸 蔀 (21)

公式(17)的线性形式可表示为:

ac=(n+3) Vc窑q觶+ 1
2 aT蓸 蔀 (22)

当 n=0 时袁公式 (22)即为对常值机动目标时变
最优的增强型比例导引律袁即参考文献[1-2]中的增
强型比例导引律是公式(22)的特例遥 若去掉公式(22)
中的目标机动补偿项 aT/2袁则公式(22)退化为时变最
优的比例导引遥
2 权函数中指数 n与导航比 N的关系

根据传统的目标罚函数袁 导航系数只有 N=3
是最优的袁但工程上常常将导航系数取为[3袁6]袁这
就需要对这样一个可用的取值范围给出合理的理

论解释遥
在前面的推导中袁假设 n逸0袁对应的最优导航

比为(n+3)袁当 n 取为[0袁3]时袁最优导航比的取值为
[3袁6]袁这与工程经验的取值是一致的遥 因此袁导航系
数 N沂[3袁6]均可理解为最优的袁其对应的权函数 R
如图 2所示袁其中 tF=2 s遥

图 2 时变权函数 R 随(n袁t/tF)变化曲线

Fig.2 Curves of time鄄varying weighted function R with (n袁t/tF)

由图 2可知袁 当n 取为 0时袁R 相当于传统的权
函数袁其对过载的野惩罚冶力度为一恒值袁并不随 tF而

变化遥 当 n跃0时袁有效导航比 N越大袁要求的 n也越
大袁弹道末端对过载的野惩罚冶越厉害遥 当然袁n 不能
无限大袁n 越大袁对导弹的过载能力要求越高袁导引
头信号噪声尧 目标闪烁噪声等对制导系统的影响也
就越严重[2]遥
3 考虑一阶动力学滞后的脱靶量研究

对一个具有实际意义的制导系统袁 制导动力学
是必须要考虑的内容袁这其中包括导引头动力学尧制
导滤波器尧驾驶仪动力学等遥这些动力学既可能是高
阶的袁也可能是低阶的袁这取决于建模的准确性及系
统的需求遥 为了使分析简化尧便于理论研究袁文中将这
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些制导动力学统一用一个一阶动力学滞后来表示遥
图 3(a)给出了具有一阶动力学滞后的增强型比

例导引系统方块图袁其中袁(n+3)为有效导航比袁Tg为

制导动力学时间常数袁HE 为初始瞄准误差角袁aT 为

目标常值机动加速度遥图 3(a)~(d)表示了制导系统到
伴随系统的转化过程袁图 3(d)为最终的伴随系统 [1]袁
其中 MHE 为初始瞄准误差引起的脱靶量袁MAT 为
目标机动引起的脱靶量袁MYT 为目标单位阶跃位置
误差引起的脱靶量遥 APN 为制导律的标志量袁当
APN=1 时袁 制导律为时变最优三维增强型比例导
引曰当 APN=0 时袁制导律退化为时变最优的比例导
引律袁这样通过标志量 APN 的设置将比例导引和增
强型比例导引统一起来遥

(a)

(b)

(c)

(d)
图 3 增强型比例导引制导系统到伴随系统转化过程示意图

Fig.3 Convert Augmented Proportional Navigation guidance system

to adjoint system

由图 3(d)知袁通过卷积的积分可以得到伴随系

统输入和输出的关联表达式[1]:

H( )= 1 乙 W(x)[ ( -x)-H( -x)]dx (23)

通过 Laplace 变换中的复微分定理袁将公式(23)
转换到频域袁得到:

-dH(s)
ds =W(s)[1-H(s)] (24)

同时袁已知
d
ds [1-H(s)]= -dH(s)

ds (25)

联立公式(24)尧(25)袁得到:

乙 d[1-H(s)]
1-H(s) = 乙 W(s)ds (26)

对公式(26)积分袁得到:

1-H(s)=c窑exp 乙 W(s)ds (27)

式中院c为常数遥 为了得到 c 的值袁根据图 3(d)袁目标
单位阶跃位置误差引起的脱靶量 MYT可以表示为:

MYT(s)= 1-H(s)
s (28)

在时域上袁在 t=tF 时袁目标单位阶跃位移引起
的脱靶量为 1袁利用 Laplace 变换中的初值定理袁得
到 :

MYT(0)=1=lim
s寅肄

s 1-H(s)
s蓸 蔀 (29)

联立公式(27)尧(29)袁得到:

lim
s寅肄

c窑exp 乙 W(s)ds蓘 蓡 =1 (30)

在图 3所示的系统中

W(s)= n+3
s(Tgs+1) =(n+3) 1

s - Tg
Tgs+1蓸 蔀 (31)

因此得到

exp 乙 W(s)ds= s/ s- 1
Tg

蓸 蔀蓘 蓡 n+3

(32)

将公式 (32)带入公式 (30)袁得到 c=1遥 这样袁公
式(27)可表示为:

1-H(s)= s/ s+ 1
Tg

蓸 蔀蓘 蓡 n+3

(33)

根据图 3(d)袁幅值为 aT的目标阶跃机动引起的

脱靶量可以表示为:
MAT

aT
(s)= 1-H(s)

s3 1- APN
2

n+3
Tgs+1蓘 蓡 =

1- APN
2

n+3
Tgs+1蓸 蔀 1

s3 s/ s+ 1
Tg

蓸 蔀蓘 蓡 n+3

(34)
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表 3初始瞄准误差引起的脱靶量频域解析式
Tab.3 Miss distance closed鄄form solutions due to heading error in frequency domain

n N Miss distance expression due to target maneuver

0 3 MAT
aT

|n=0 = 1
(s+1/Tg)3 1-APN 1.5/Tg

s+1/Tg
蓸 蔀

3 6 MAT
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g
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2 5 MAT
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1
s+1/Tg

蓸 蔀 伊 1
(s+1/Tg)3 - 2

Tg

1
(s+1/Tg)4 + 2

T2
g

1
(s+1/Tg)5蓘 蓡

表 1 目标机动引起的脱靶量频域解析式
Tab.1 Miss distance closed鄄form solutions due to target maneuver in frequency domain

表 2 目标机动引起的脱靶量时域解析式
Tab.2 Miss distance closed鄄form solutions due to target maneuver in adjoint time domain

n N Miss distance expression due to target maneuver

0 3 MAT
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|n=0 =0.5t2
F e

- t F /T g -APN t3
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4Tg
e
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20
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F
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F e
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n N Miss distance expression due to target maneuver

0 3 MHE
-VMHE |n=0 = 1

(s+1/Tg)2 - 1
Tg

1
(s+1/Tg)3

3 6
MHE

-VMHE |n=3 = 1
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Tg
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1 4
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Tg

1
(s+1/Tg)3 + 1
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(s+1/Tg)5

当 n=0袁即有效导航比 N为 3时
MAT

aT
|n=0 = 1

(s+1/Tg)3 1-APN 1.5/Tg
s+1/Tg

蓸 蔀 (35)

表示成脱靶量的时域表达式为:

MAT
aT

|n=0 =0.5t2
F e

-tF /Tg -APN t3
F

4Tg
e

-tF /Tg (36)

基于同样的算法袁 可以得到 n为 1尧2尧3 时的脱
靶量表达式袁如表 1尧表 2所示遥 其中袁表 1为脱靶量
的频域表示袁表 2为脱靶量的时域表示遥

在表 2 中袁 若令 APN=0袁 则其表示的是时变
最优比例导引脱靶量的解析解曰 若令 APN =1袁则
其表示的是时变最优的增强型比例导引脱靶量的

解析解遥
同样袁根据图 3(d)袁初始瞄准误差引起的脱靶量

的表达式为院
MHE

-VMHE (s)= [1-H(s)]
s2 = 1

s2 s/ s+ 1
Tg

蓸 蔀蓘 蓡 n+3

(37)

不同 n对应的脱靶量分别表示成频域尧 时域的
形式袁如表 3尧表 4所示遥
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表 4 初始瞄准误差引起的脱靶量时域解析式
Tab.4 Miss distance closed鄄form solutions due to heading error in adjoint time domain

n N Miss distance expression due to target maneuver

0 3 MHE
-VMHE |n=0 =tFe

- t F /Tg 1- tF
2Tg

蓸 蔀

3 6 MHE
-VMHE |n=3 =tFe

- tF /Tg 1-2 tF
Tg

+ t2
F

T2
g

- t3
F

6T3
g

+ t4
F

120T4
g

蓸 蔀
1 4 MHE

-VMHE |n=1 =tFe
- t F /Tg 1- tF

2Tg
+ t2

F

6T2
g

蓸 蔀
2 5 MHE

-VMHE |n=2 =tFe
- t F /Tg 1-1.5 tF

Tg
+ t2

F

2T2
g

- t3
F

24T3
g

蓸 蔀

4 仿真分析

以图 3(d)的伴随系统为基础袁结合表 2尧表 4袁进
行伴随法和解析解两方面的仿真分析遥 对常值机动
目标袁APN 分别设为 0和 1袁仿真步均长为 0.000 2 s袁
仿真结果如图 4~6所示遥图的横轴均为 tF/Tg袁纵轴分
别为 MAT/(aTT

2
g )袁MHE/(-VMHE窑Tg)遥

图 4 目标机动引起的标准化脱靶量(APN=0)

Fig.4 Normalized miss distance due to target maneuver (APN=0)

图 5 目标机动引起的标准化脱靶量(APN=1)

Fig.5 Normalized miss distance due to target maneuver (APN=1)

图 6 初始瞄准误差引起的标准化脱靶量

Fig.6 Normalized miss distance due to heading error

上述仿真结果表明袁 伴随法仿真结果与解析解
完全一致袁验证了上述解析解的正确性遥 tF/Tg越大袁
脱靶量越小袁 即末导时间越长或制导动力学滞后时
间常数越小袁脱靶量越小遥而随着权函数指数 n的增
大(即有效导航比 N增大)袁当末导时间较短时袁脱靶
量峰值减小曰但当末导时间较长时袁n 对脱靶量的影
响并不显著遥与时变最优的比例导引相比袁时变最优
的增强型比例导引在降低常值目标机动引起的脱靶

量方面并没有显著的优势袁 它的优势在于对机动目
标袁它的初始过载指令最大而末端过载指令最小袁而
比例导引与它恰恰相反[2]遥
5 结 论

文中以 time鄄to鄄go 为基础建立时变的权函数和
目标罚函数袁根据最优控制理论袁推导出对常值机动
目标最优的比例导引及增强型比例导引律遥 对权函
数的指数分析表明袁 权函数的指数与最优导航比具
有一一对应的关系遥

王 辉等院时变最优的增强型比例导引及其脱靶量解析解 697
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利用伴随法的数学思想袁 将时变最优的比例导
引和增强型比例导引统一起来袁 推导了制导动力学
系统具有一阶滞后时初始瞄准误差尧 目标常值机动
引起的脱靶量的解析解遥 其中目标常值机动引起的
脱靶量的解析解为时变最优的比例导引尧 增强型比
例导引的通式遥 最后通过伴随法对脱靶量的数学仿
真验证了解析解的正确性遥

将文中的脱靶量解析研究方法推广到制导动力

学为高阶时的情况也是值得尝试的袁 但随着动力学
阶数的提高可能会造成求解困难遥
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