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摘 要： 提出了一种新型双曲线直圆混合柔性铰链。 利用卡氏第二定理推导出双曲线直圆混合柔性
铰链的柔度计算公式， 并根据所推导的公式， 分析了直圆半径、 最小厚度和切割深度对其柔度的影
响。同时采用实体单元建立双曲线直圆混合柔性铰链的有限元模型，对不同几何参数的铰链进行仿真
分析，并对仿真解与解析解进行对比。 结果表明：仿真解与解析解的最大误差在 8%以内，证明了所推
导公式的正确性；与不同形状的柔性铰链对比得出，双曲线直圆混合柔性铰链具有更好的转动能力和
对载荷较高的敏感性。所设计的新型双曲线直圆混合柔性铰链更适用于快速反射镜支撑结构中，同时
也为混合型柔性铰链的设计和优化提供了理论依据。
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Abstract: A novel hyperbolic鄄circular flexure hinge was presented. According to the Castigliano′s second
theorem, the compliance calculations of the flexure hinge were derived. From the deduced equations, the
effects of radius, minimum thickness and depth of cut on the hinge for flexibilities were deeply
researched. Meanwhile, the finite element model of the flexible hinge was also built by adopting solid
element, and then the simulations of different geometric parameters were obtained. Comparing simulations
and analytical solutions explained that: the maximum error is below 8%, which verified the correctness of
the equations. In addition, the comparisons on the flexibilities of flexure hinges with various shapes
showed that: the hyperbolic鄄circular flexure hinge had better ability to rotate and higher sensitivity to
load. Thus, the design of the new hyperbolic鄄circular flexure hinges in this paper is more suitable for
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0 引 言

柔性铰链是一种利用弹性材料的微小角变形和

其自恢复特性产生位移的特殊运动副 [1]。 近年来，柔

性铰链凭借零摩擦、无需润滑、运动平稳和结构紧凑

等优点 [2-4]被广泛应用于许多领域 ，如 ：快速反射镜

支撑机构、微位移调整机构、压电陶瓷驱动器、导弹

轨道控制装置和陀螺仪等领域 [5-7]。 随着快速反射镜

系统对精度和转角范围要求越来越大， 对柔性铰链

的精度和转动范围的要求也越来越高。

针对不同的应用环境， 国内外已有许多研究人

员设计出多种截面形状的柔性铰链并进行了优化 。

1965 年 Paros 和 Weisbord 推导出直圆型柔性铰链各

柔度的近似解 [8]；任宁等提出了双曲线直梁复合型

柔性铰链，并分析了其转动能力和对载荷的敏感性，

双曲线直梁复合型柔性铰链结合了双曲线型和直梁

型柔性铰链的优点，提高了其综合的工作性能 [9]。 目

前用于快速反射镜系统的铰链支撑结构主要有直梁

型和直圆型柔性铰链，直圆型柔性铰链运动范围小，

但精度较高；直梁型柔性铰链运动精度较差 [8-11]。 通

过研究发现双曲线型柔性铰链对非工作方向的变形

不敏感，具有较高的转动能力[11-13]。因此文中为了满足

快速反射镜系统高精度和偏转范围大等要求， 提出

一种新型混合柔性铰链：双曲线直圆混合柔性铰链。

文中利用卡氏第二定理推导出该混合铰链的柔

度计算公式， 并采用实体单元对该柔性铰链的柔度

进行有限元仿真分析，在一端固定、一端承受力矩和

力的边界条件下，分析该柔性铰链的柔度。通过对两

种方法所得结果的对比验证了柔度理论推导的正确

性。 同时，分析了直圆半径、最小厚度和切割深度对

其柔度的影响 ,并通过与双曲线、直圆和双曲线直梁

复合型柔性铰链的柔度进行对比， 说明双曲线直圆

混合柔性铰链具有更强的转动能力。

1 铰链柔度计算公式

双曲线直圆混合柔性铰链， 由双曲线型和直圆

型柔性铰链混合而成，如图 1 所示。 该铰链的结构参

数分别是宽度 b、最小厚度 t、切割深度 c、混合曲线

x 方向投影长度 L 和直圆半径 R。

图 1 新型双曲线直圆混合型柔性铰链结构简图

Fig.1 Sketch of the hyperbolic鄄circular flexure hinge

为了便于柔度计算公式的推导 ， 作以下假设 ：

(1) 铰链的变形集中在双曲线和直圆部分，忽略其他

部分的变形。 (2) 铰链的变形十分微小，各变形之间

的干涉不予考虑。 (3) 基于小变形悬臂梁假设 [14-16]，

铰链的弯曲变形由弯矩和力产生， 考虑轴向载荷影

响，忽略剪切和扭转的影响。

基于以上假设，设定该柔性铰链为一端固定，另

一端承受弯矩和力，其受力分析如图 2 所示。

图 2 柔性铰链受力分析图

Fig.2 Sketch of the load of the flexure hinge

在弯矩 Mz 和力 Fy 作用下柔性铰链发生 θ 角度

的微小角位移；ux 为在力 Fx 作用下产生的沿 x 轴的

微小线位移；uy 为在力 Fy 和弯矩 Mz 作用下产生的沿

y 轴的微小线位移。根据卡氏第二定律，可以得到柔性

铰链在 1 点处的变形量与所受载荷的关系式为：

support structure of Fast Steering Mirror and provides a theoretical basis for design and optimization of
hybrid flexure hinges.
Key words: hyperbolic鄄circular flexure hinges; flexibility; analytic method; finite element analysis
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Number L/mm

1 8

2 16

b/mm

5

5

t/mm R/mm

0.2 4

0.2 8

3 165 0.3 8

4 5 0.4 4 8

5 6 0.2 6 12

6 6 0.2 8 16

7 6 0.3 6 12

8 8 0.2 6 12

9 8 0.4 6 12

10 8 0.4 8 16
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由刚度互等定理，有 C兹-Fy
=Cy-Mz

。 并且对位移矢

量应用卡氏第二定理，有 u1x=鄣U/鄣F1x、u1y=鄣U/鄣F1y 和

兹1z=鄣U/鄣M1z。 其中，U 为柔性铰链的变形能，根据材

料力学知识可知，变形能表达式为：

U= 1
2 乙 F

2

x

EA(x) dx+ 乙 M
2

z

EIz(x)
dx2 2 (2)

式中：E 为柔性铰链材料的弹性模量；Fx 为 X 方向所

受的力，Fx=F1x；Mz 为绕 Z 轴的力矩，Mz=M1z+F1y(L-x)；
Iz(x)为绕 Z 轴的转动惯量 ，Iz(x)=bh3(x)/12；A(x)为铰
链的横截面积 ，A(x)=bh(x)；h(x)为截面上任意一点
的厚度。 如图 2 所示坐标系，距离固定端为 x 的截面
处，铰链厚度 h(x)的表达式为：

h(x)=
h1(x)=2 t2+4c(c+t) 1-2 x

L2 22姨 ，0＜x＜ L
2

h2(x)=2 t+R- R2- x- x
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L
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结合公式 (1)~(3)，求得双曲线直圆混合柔性铰
链的各个柔度分别为：

2 铰链柔度的实例计算和有限元验证

2.1 实例计算

为验证文中所推导柔度计算公式的正确性 ，选

取 10 组不同参数组成的双曲线直圆混合柔性铰链

(见下文)，材料选择铍青铜，弹性模量 E=110 GPa。 利

用上文推导的双曲线直圆混合柔性铰链的柔度计算

公式(4)进行求解，会得到不同结构参数的铰链所对

应的柔度大小。

2.2 有限元验证

根据表 1 中的结构参数，选用实体单元，建立双

曲线直圆混合柔性铰链的有限元模型。其中，将柔性

铰链的左端固定，右端施加弯矩 Mz、拉伸力 Fx 和 Fy，

Fx=1 N，Fy=1 N，Mz=0.01 N·m。 对柔性铰链进行有限

元分析，得到在该约束条件下 1 点的变形。 图 3 为以

第 1 组结构参数组成的双曲线直圆混合柔性铰链的

有限元模型。

表 1 双曲线直圆混合型柔性铰链结构参数

Tab.1 Structure parameters of hyperbolic鄄circular

flexure hinges
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图 3 双曲线直圆混合柔性铰链的有限元模型

Fig.3 Finite element model of the hyperbolic鄄circular flexure hinges

根据表 1 结构参数建立数学模型和实体模型 ，

得到铰链各柔度解析解与有限元分析解的误差曲线

如图 4 所示，分析图 4 曲线可知：利用文中推导的各

图 4 各柔度的解析解与有限元解误差曲线

Fig.4 Error curve of the analytical solution and the finite element

solution of compliances

柔度计算公式(4)得到的解析结果与有限元分析结果

之间的误差在 8%以内，因此，验证了所推导的各柔

度计算公式的正确性。

3 铰链柔度性能分析

3.1 关键结构参数对铰链柔度性能的影响

根据双曲线直圆混合柔性铰链的柔度计算公式

可知， 铰链的材料及其结构参数对铰链的柔度都有

一定的影响。 其中，很容易看出：材料的弹性模量 E
和铰链的宽度 b 与各柔度均成反比。 而切割深度 c、
最小厚度 t、直圆半径 R 三个参数对柔度的影响较为

复杂，利用 MATLAB 进行数值仿真，分析柔度 C兹-Mz

随参数 (R，t)、(R，c)、(t，c)的变化关系如图 5~图 7 所

示。 从图 5~7 可看出：柔度 C兹-Mz
随直圆半径 R 增大

而增大，随最小厚度 t 增大而减小，随切割深度 c 增

大而减小，柔性铰链在直圆半径 R 为 8 mm，最小厚

度 t 为 0.2mm，c 为 1mm 时柔度 C兹-Mz
最大。 柔度 C兹-Mz

随最小厚度 t 的变化最快 ；随直圆半径 R 的变化次

图 5 柔度 C兹-Mz
随参数 R，t 的变化关系

Fig.5 Relationship between the compliance C兹-Mz
and R,t

图 6 柔度 C兹-Mz
随参数 R，c 的变化关系

Fig.6 Relationship between the compliance C兹-Mz
and R,c

1017001-4
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Number

Bending compliance C兹-Mz
/N-1m-1

Hyperbolic flexure
hinges

1 0.290 9

Hyperbolic鄄circular
flexure hinge

1.120 497 5

Hyperbolic鄄circular
flexure hinge Ratio

3.361 45 5.933 7×10-3

Ratio

3.852

Stretching compliance Cx-Fx
/(×10-8 N-1m)

Hyperbolic flexure
hinges

566.5

2 0.109 1 0.224 525 3.078 75 8.908 2×10-32.058 345.61

3 0.349 1 1.423 537 5 3.538 7 425.4 3.350 695 7.876 6×10-3

4 0.056 8 0.175 07 3.082 2 177.05 1.939 61 1.095 5×10-3

表 2 与双曲线型柔性铰链柔度对比

Tab.2 Comparison of compliance with hyperbolic flexure hinges

1017001-5

Number

Bending compliance C兹-Mz
/N-1m-1

Right circular flexure
hinge

1 1.103 8

Hyperbolic鄄circular
flexure hinge

1.120 497 5

Hyperbolic鄄circular
flexure hinge Ratio

3.361 45 7.310 5×10-4

Ratio

1.015

Stretching compliance Cx-Fx
/(×10-8 N-1m)

Right circular flexure
hinge

4 598.1

2 0.208 0.224 525 3.078 75 3.787 7×10-31.079 4 812.83

3 1.406 41 1.423 537 5 1.012 2 26 011 3.350 695 1.288 2×10-4

4 0.149 0 0.175 07 1.175 2 873.8 1.939 61 6.749 3×10-4

表 3 与直圆型柔性铰链柔度对比

Tab.3 Comparison of compliance with right circular flexure hinges

表 4 与双曲线直梁型柔性铰链柔度对比

Tab.4 Comparison of compliance with hyperbolic鄄rectangle flexure hinges

Number

Bending compliance C兹-Mz
/N-1m-1

Hyperbolic鄄rectangle
flexure hinge

1 0.526 960 8

Hyperbolic鄄circular
flexure hinge

1.120 497 5

Hyperbolic鄄circular
flexure hinge Ratio

3.361 45 1.073 6

Ratio

2.126 3

Stretching compliance Cx-Fx
/(×10-8 N-1m)

Hyperbolic鄄rectangle
flexure hinge

3.130 88

2 0.100 130 0.224 525 3.078 75 1.060 82.242 5 2.902 057

3 0.883 467 1.423 537 5 1.611 3 3.134 495 3.350 695 1.068 9

4 0.111 845 4 0.175 07 1.565 3 1.806 548 1.939 61 1.073 95

图 7 柔度 C兹-Mz
随参数 t，c 的变化关系

Fig.7 Relationship between the compliance C兹-Mz
and t，c

之；随切割深度 c 的变化最慢，即该双曲线直圆混合

柔性铰链的最小厚度 t 对其柔度具有最显著的影

响。 结合各结构参数对柔度 C兹-Mz
的影响、应用场合

及加工条件的限制， 为铰链的进一步优化设计提供

了理论依据。

3.2 与不同形状柔性铰链的性能对比

为了进一步分析双曲线直圆混合柔性铰链的性

能特点，将其与双曲线、直圆和双曲线直梁复合型柔

性铰链分析结果进行对比。 将不同形状铰链的结构

参数设定与本文实例相同，计算得到的柔度解析解，

任意取其中 4 组结果列于表 2~4。 分析表 2~4 数据

可以得出： 双曲线直圆混合柔性铰链的弯曲柔度是

双曲线柔性铰链的 2 倍以上 ， 是直圆柔性铰链的

1.01 倍以上， 是双曲线直梁复合型柔性铰链的弯曲

柔度的 1.5 倍以上； 双曲线直圆混合柔性铰链的拉

伸柔度是双曲线柔性铰链的 1%以内，直圆柔性铰链

的 0.38%以内，仅次于双曲线直梁复合型柔性铰链。
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说明双曲线直圆混合柔性铰链的转动能力和对载荷

的敏感性均优于双曲线和直圆柔性铰链； 该型铰链

的转动能力优于双曲线直梁复合型柔性铰链， 而对

载荷的敏感程度次于后者。 所以双曲线直圆混合柔

性铰链综合了两种铰链的优点。

4 结 论

文中根据力学卡氏第二定律推导出双曲线直圆

混合柔性铰链的柔度计算公式， 并采用实体单元对

该柔性铰链的柔度进行有限元仿真分析， 理论解与

有限元分析解之间的误差在 8%以内，因此验证了所

推导柔度计算公式的正确性。同时，结合所推导的柔

度公式分析了铰链的关键结构参数对各柔度的影响

关系，其中最小厚度 t 对各柔度的影响最为显著；并

通过与双曲线型、 直圆型和双曲线直梁复合型柔性

铰链的柔度进行实例对比分析得出： 双曲线直圆混

合柔性铰链的弯曲柔度是双曲线柔性铰链的 2 倍以

上 ，是直圆柔性铰链的 1.01 倍以上 ，是双曲线直梁

型柔性铰链的弯曲柔度的 1.5 倍以上， 说明双曲线

直圆混合柔性铰链具有更强的转动能力。因此，文中

设计的双曲线直圆混合柔性铰链更适用于高精度 、

大转角的快速反射镜系统支撑机构中， 并且为混合

型柔性铰链的进一步优化提供了很好的理论依据。
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