
基于梯度场的紧致差分最小二乘面形重建算法
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引 言

三维面形重建是利用测得的表面梯度
0

斜率
1

或法

向矢量数据重建物体表面形貌的过程! 是光学测量"

机器视觉中的一个经典问题! 是哈特曼波前检测"干

涉测量"光栅投影测量等技术的关键步骤之一23/45

#

设有
67

表面
!8"

!

#9

!其梯度场表示为
!!:0!

"

!

!

#

9:0"!;""

!

"!;"#9:0$

!

%9

!具体到离散状态 !可用有

限差分的形式来表示! 因此基于梯度场的表面重建

方法常采用积分运算$ 但直接积分很容易受到噪声

和表面不连续性的干扰! 目前多采用更鲁棒的全局

积分技术! 通过最小化一定的代价函数来对重建结

果进行约束以减小整体重建误差$ 通常以所测梯度

场与真实斜率间整体差异作为代价方程! 来增加斜

率的可积性
0

可积性约束
9

$ 因此!代价函数的选择是

重建的关键步骤之一$

根据最优化代价函数所使用的方法! 可将现有

的全局积分算法分为两类 % 最小二乘积分法
0<='>?

@AB'%=> C)?=D%'?$E)

!

<@C9

和 基 于 变 换 的 积 分 法

8F%')>GE%H!I'>=J C)?=D%'?$E)

!

FIC1

$

FIC

最常见的是

基于快速傅里叶变换
8

以及在此基础上提出的离散

余弦变换
1

!因此运算速度更快&

<@C

虽然时间复杂度

和空间复杂度都更高!却具有更广的应用范围
8

如非

矩形区域积分
1

和更高重建的精度 2-/K5

$

在最小二乘积分技术中 ! 经典的
@EB?LM=&&

模

型 2N5的重建精度受其假定两个采样点之间的高度分

布只有二次项所限$

,+36

年!

<$

等 2!5通过半点处的泰

勒展开推导出具有更高阶截断误差的斜率的有限差

分模型$

,+3N

年!

OB')D

采用三次样条 2P5拟合有限差

分模型来减小重建误差$另一方面!经典的最小二乘

积分法采用奇异值分解
0@$)DB&'% Q'&B= 7=(EHRE>$!

?$E)

!

@Q79

求解 !时间复杂度为
S0T

6

9

&

QED=&

等 23+5提

出用多重网格
0UB&?$D%$J

!

UV9

积分法通过由粗到细

迭代求解!实现求解过程的快速收敛!将计算复杂度

降低到
S0T9

!但实际计算代价受迭代时的迭代初始

条件等参数影响 &

O'%W=%

等 2XX5将优化问题表达为一

个半定的
@Y&Z=>?=%

方程! 显著降低了求解的空间复

杂度和时间复杂度$

文中在最小二乘积分重建技术的基础上引入了

紧致差分方法来提高重建精度! 并且借鉴了
O'%W=%

的思想!利用
@Y&Z=>?=%

方程使用
O=>>=)[=%D!@(LB%

算

法来求解紧致差分方程! 最后通过数值实验与已有

算法进行了对比分析$

"

最小二乘表面重建技术

"#"

最小二乘表面重建步骤

基于最小二乘法的表面重建技术包括如下两

步%

0X9

通过最小化代价函数建立线性方程组

利用有限差分的思想将代价函数写为%

&0'9:\\

(

"

(

#

# $

Z=(0!9/

Z=(0)9

Z=(0%

% &

9

\\

,

,

0X9

式中%

!

为待重建面形矩阵&

)

和
%

表示测量得到的

梯度矩阵&

\\

'

\\

,

,

表示
*

, 范数&

Z=(0+9

表示
,

维矩阵
+

转换成的列向量&

(

"

和
(

#

分别是
"

和
#

方向的有限

差分矩阵则有%

'

"

:'"(

F

"

!

'

#

:(

#

"' 0,9

式中%

(

F表示矩阵转置$此时!将公式
0X9

最小化得到

线性方程组%

,:("'

!

,:

Z=(0$9

Z=(0%

% &

9

!

(:

(

"

(

#

% &

069

0,9

求得线性方程组的最小二乘解

公式
069

的最小二乘解为%

':0(

F

(9

/X

(

F

, 049

利用
@Q7

法!

(

可以分解为
(:-./

F

!因此重建

面形为%

0:/1

/X

2

F

3 0-9

"#$

最小二乘表面重建法的精度和复杂度分析

最小二乘法中目前广泛使用的
@EB?LM=&&

模型 2N5

利用半点处中心差分实现了三阶精度的重建&

O'%W=%

等 2 XX 5采用的是四阶精度的五点中心差分格式 &

<$

等 2!5改进了
@EB?LM=&&

模型 !在半点处进行泰勒展

开!推导出具有五阶"七阶精度的模型!但其边界处

仍采用三阶精度的
@EB?LM=&&

模型$

在空间复杂度上 ! 若待建面形有
4"5

个采样

点 !则公式
069

中系数矩阵
6

的大小为
, 75"45

!虽

然
6

是一个稀疏矩阵! 其空间复杂度也远超线性$

而
O'%W=%

使用的
@Y&Z=>?=%

方程将系数矩阵大小降低

为
4"5

$

在时间复杂度上! 对于一个
4"5

的矩阵 !

@Q7
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法需要的运算次数为!

!

123

4"

"

#567"

,

#8!"#

9

8:#

;

<=>

?'%@A%

求解
1B&CADEA%

方程使用的
?ADDA)FA%G!

1(HI%<?15

算法需要的运算次数为 JKKL

!

!

?1

<"

"

#56<-M05"

0

8-"

,

#8<-M,5"#

,

8K.#

0

<N>

虽然看起来两者的时间复杂度是相当的" 但由

于公式
40>

待计算逆矩阵的
$

的大小为
, "#""#

"

因此
123

求解公式
40>

的时间复杂度为
7K"

0

#

0

"记

%6""#

"则其时间复杂度为
O4P

0

>

# 而
?1

法系数矩

阵大小为
""#

"不妨设
"6#

"因此其时间复杂度仅为

O4P

0M,

>

#

2QGA&

等 JK.L提出使用
RS

法加快收敛速度#

RS

法的时间复杂度为!

!

RS

4"

"

#>!7T04&

U%A

8&

UQDE

8K>#

&

#

$

4!>

式中!

&

U%A

和
&

UQDE

分别代表预光滑和后光滑需要迭代

的次数$

#

$

代表
$

矩阵中非零元个数" 通常正比于

""#

$

#

&

是进行
'V(B(&AD

的次数"通常取
K

或
,

即可

达到收敛精度要求#

另一方面 "由于
$

是稀疏矩阵 "实际应用中最

广泛的求解公式
4 0 >

的方法是使用
WX

分解
4WX

YA(QZUQD$E$Q)>

计算
$

的伪逆矩阵"其时间复杂度为!

!

WX

4"

"

#>6,"#

,

4:>

因此
WX

分解求解公式
4 0 >

的时间复杂度为

7"

0

#

0

"即
WX

分解求解公式
40>

的时间复杂度仍为

O4P

0

>

# 理论上
RS

法的时间复杂度为
O4P>

"但在实

际程序实现中 "

WX

算法耗时只需
RS

算法约
KT7

"

因此
RS

方法在在最小二乘积分技术中并未被广泛

采用#

综上所述" 目前常用的最小二乘表面重建技术

的空间和时间复杂度分别为
O4P

,

>

和
O4P

0

>

"而文中

使用的
?1

算法空间复杂度为
O4P>

"时间复杂度约

为
O4P

0T,

>

#

!

紧致差分表面重建法

!"#

紧致差分法建立有限差分矩阵

早在
K::,

年"

[A&A

就提出了中心型线性七点六

阶差分格式 JK,L

!

!( #

)/,

8"( $

)/K

8( $

)

8"( $

)8K

8!( $

)8,

6*

(

)80

/(

)/0

=+

8

,

(

)8,

/(

)/,

7+

8-

(

)8K

/(

)/K

,+

4K+>

式中!

"

%

!

%

-

%

,

%

*

和
.

是常数"可以通过不同阶数的

泰勒展开式确定#

这样构造的格式最高精度为十阶"为了和
[$

等

提出的
?\[]

对比
4

其典型精度为五阶
>

"文中采用四

阶精度# 但上述中心型格式并不适用于非周期边界

点"此时需将公式
4K+>

改为单边型格式"如对于边界

点
)6K

"可以达到四阶精度的紧致差分格式为!

(

K

$8"(

,

$6

K

+

4-(

K

8,(

,

8*(

0

8.(

7

> 4KK>

式中!

"

%

-

%

,

%

*

和
.

是常数"同样是通过不同阶数的

泰勒展开式确定#

若采用四阶精度的紧致差分形式"对于边界点"

差分方程为!

(

)

$80( $

)8/

6

/

+

/

KN

=

(

)

8

0

,

(

)8/

8

0

,

(

)8,/

/

K

=

(

)80/

" #

4K,>

式中!

/6%K

$对于中间点"差分方程为!

K

7

( $

)/K

8(

)

$8

K

7

( $

)8K

6

0

7+

4(

)8K

/(

)/K

> 4K0>

!"!

建立
$%&'()*(+

方程求解代价函数

将代价函数公式
4K>

改写为!

041>6^^2"$

_

2

/1"$

_

3

^^

,

,

8^^$

4

"4/$

5

"1^^

,

,

<K7>

为得到公式
<K7>

最小值 "只需令其对矩阵
1

的

偏导数等于
+

"设
662

!

"7

3

"

86$

_

5

"4

!

"有!

1$

_

3

$

3

/$

_

5

$

5

1/6/86+ <K->

公式
<K->

是一个
1B&CADEA%

方程 "但由于
/$

_

3

$

3

和
$

_

5

$

5

有公共特征值" 因此该方程没有唯一解"可

采用
?1

算法求解 JKKL

# 首先使用
?QIDAHQ&YA%

变换把

矩阵
$

3

%

$

5

%2

!和4

!分解为拟上三角形式"如!

9

3

6:

3

$

3

"

:

3

6;/,&&

_

<K=>

式中 !

;

为
#"#

的单位矩阵 $

&

为单位向量 # 显然有

:

3

:

_

3

6;

# 公式
<K->

可化为!

:

_

5

1:

3

:

_

3

$

_

3

$

3

:

3

/:

_

5

$

_

5

$

5

:

5

:

_

5

1:

3

/

:

_

5

6:

3

/:

_

5

8:

3

6+ <KN>

不妨设
!6:

_

5

1:

3

"

<69

_

5

9

5

"

=69

_

3

9

3

"

>6/:

_

5

6:

3

/

:

_

5

8:

3

"公式
<KN>

可化简为!

<"!8!"=8>6+ <K!>

此时
<

和
=

的阶分别为
"/K

和
#/K

"其第一列

和第一行分别全为
+

"因此公式
<K!>

可以表示为!
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?!,@AB,CD

B B

E

B "

FF

! "

!

#

BB

$

E

BF

$

FB

$

FF

! "

G

$

BB

$

E

BF

$

FB

$

FF

! "

!

B B

E

B %

FF

! "

G

B &

E

BF

&

FB

&

FF

! "

HB I>JK

式中"

'

>>

和
(

>>

分别是
)C>

和
*C>

的方阵#

$

>>

和
&

>>

均是
)C>!*C>

的矩阵 #

?

$

$

?>

$

$

>?

$

&

?>

和
&

>?

均为列

向量% 显然!公式
I>JL

可简化为如下方程求解
$

"

$

AA

HA

$

E

A>

%

>>

G&

E

A>

HA

'

>>

$

>A

G&

>A

HA

'

>>

$

>>

G$

>>

%

>>

G&

>>

H

#

%

%

%

%

%

%

%

$

%

%

%

%

%

%

%

&

A

I;AL

最终!求得的重建面形为"

!H+

,

$+

E

-

I;>L

!

实验分析

为了将文中提出的紧致差分重建法与已有的算

法对比!将进行如下实验"

I>L

用理想数据分析算法的计算速度和精度"重

建一个具有解析导数的曲面#

I;L

用蒙特卡洛仿真分析算法鲁棒性"在模拟采

样斜率上添加正态分布的高斯噪声%

待重建理想曲面采用
M'%N7%

$

O(<7%%

等不同研究

者使用的两种不同曲面!如图
>

所示%

从图
>

可以看出!两种曲面具有不同的特征"

!

>

是平滑的 !与
PQERQS

的 &

47'N5

'曲面有一定相似

性!但非
T$%$(<&7:

边界的特点更明显!

!

,

同时具有局

部的和全局的重复结构%

图
F

用于仿真实验的两种不同的曲面

-$.#F E"2 8$667%7): 59%6'(75 62% 5$39&':$2) 7U47%$37):5

对比算法选择了
M-RV

$

ORV

和
WRO

% 选择
M-RV

的原因在于文中提出的紧致差分法和
M-RV

本质上

都是利用泰勒展开实现更高阶的差分形式! 不同之

处在于
M-RV

基于
O29:<"7&&

模型 $ 而文中是基于

R7&7

的紧致差分算子 #

WRO

法与文中都使用了相同

的最小二乘求解算法!但采用了不同的差分算子!文

中对比选用了其精度较高的五点形式 #

ORV

作为最

新算法入选!使用的是三次样条函数%

若待建面形有
)!*

个采样点!算法精度使用重

建的曲面!

'和真值曲面
!

之间残差的均方根误差

XPOY

来衡量!定义为"

POYZH3$)

!

F

)*

[[!C\!

'

G!L[[

,

,

!

XPOYH POY

,

(

I,,L

式中" 最小化
!

可以使残差的计算不受积分常数的

影响!

XPOY

无量纲% 图
,

$

0

和表
F

对比展示了不同
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",

-./012'2$.) 2$/345

6%.0.537

/328.7

9:;<9:; ;=;!

>?@

;=AB

CD?E @?E

;=FF ;=*G

:;;<:;; ;=:! ;=HG A=HI 9=A!

A ;;;<A ;;; :=99 :=I9 A;=F! AA=9;

;!9:;;9J:

K352

51%L'(3

+!

!

",

#

A

A9:<A9:

MN@O

6%.0.537

/328.7

G#!I!PQ

J!

>?@ CD?E @?E

:#GQ!PQ

JI

H#GH!PQ

JI

R=S!!PQ

J!

R:Q<R:Q G=!I!PQ

J!

:=GQ!PQ

JI

H=GH!PQ

JI

R=S!!PQ

J!

:QQ<:QQ H=PR!PQ

JG

B=HI!PQ

J!

:=GR!PQ

J!

P=:B!PQ

JG

PQQQ<PQQQ B=!B!PQ

JPQ

R=RG!PQ

JG

:=PR!PQ

JG

G=:R!PQ

JPP

#

R

PR:<PR: P=PQ!PQ

JH

H=SB!PQ

JH

S=RB!PQ

JH

R=!I!PQ

JI

R:Q<R:Q P=PQ!PQ

JH

H=SB!PQ

JH

S=RB!PQ

JH

R=!I!PQ

JI

:QQ<:QQ H=H!!PQ

J!

S=QS!PQ

JI

B=BP!PQ

JI

P=IP!PQ

J!

PQQQ<PQQQ S=RP!PQ

JG

R=:R!PQ

J!

R=IB!PQ

J!

P=QH!PQ

JG

算法的重建精度"

表
!

无噪声干扰时不同面形尺寸下各算法重建误差

"#$%! &'() *+ ,#-. /,0.*1 +*2 3#24*56 652+#-,

647,6 48 0., #$6,8-, *+ 8*46,

从图
RTB

和表
P

可以看出! 文中所采用的算法

比同阶精度的
CD?E

提高了一个数量级!原因主要在

于
CD?E

没有分析其边界条件! 简单利用了传统的

@.128U3&&

模型替代" 另一方面!文中算法精度低于

@?E

!但若采用六阶紧致差分算子 !此时公式
+PQ,

分

别取
!VP4B

#

$VPS4G

#

%VP4G

#

"

#

&

和
'

均为
;

!边界仍

采用四阶紧致差分算子! 重建
R:;!R:;

的理想曲面
#

P

和
#

R

的
MN@O

将分别降低到
S=GG!P;

JG 和
H=::!P;

J!

!

比
@?E

约提高了一个数量级"

表
R

展示了将各算法独立重复执行
R;

次后统

计得到的平均运行时间"程序运行环境为
NWK?WX

MR;PHY

!

-6Z

为
R=I >C[ E)23& -.%3 $:

!内存为
! >X

"

从表
R

可以看出 ! 文中算法的时间效率显著优于

CD?E

和
@?E

"

表
9

不同面形尺寸下各算法重建平均时间

"#$%9 ',#8 2,-*86025-04*8 04/, *+ ,#-. /,0.*1 +*2

3#24*56 652+#-, 647,6

为了测试算法的鲁棒性! 在理想梯度场
+#

(

!

#

)

,

上添加了随机的高斯噪声! 图
S

展示了不同信噪比

+@\M,

下的重建效果"图
:

展示了加噪重建实验重复

执行
R;

次后!不同算法重建鲁棒性的对比" 算法鲁

棒性采用标准均方根误差
\MN@O

来衡量!定义为$

\MN@OV

MN@O

#

/']

J#

/$)

+RB,

从图
:

可以看出!文中算法鲁棒性优于
>?@

!但

弱于
CD?E

和
@?E

" 这是因为
CD?E

和
@?E

的代价函

数均采用了公式
+A,

!文中采用了公式
+AS,+

才可采用

C@

算法降低求解的复杂度
,

! 这牺牲了一定的鲁棒

性" 但相比同样使用公式
+AS,

的
>?@

!紧致差分思想

使文中算法鲁棒性优于
>?@+

非紧致五点差分格式
,

"

图
S

梯度场具有不同
@\M

的高斯噪声时重建
R:;!R:;

的曲面

#

R

效果对比

D$^=S M3(.)52%1(2$.)5 .L 283 R:;!R:; 51%L'(3 #

R

"$28 >'155$')

).$53 .L 7$LL3%3)2 @\M

图
:

具有不同
@\M

高斯噪声时重建
R:;!R:;

的曲面
#

R

误差统计

D$^=: M3(.)52%1(2$.) 3%%.%5 .L 283 R:;!R:; 51%L'(3 #

R

L.% 7$LL3%3)2

@\M >'155$') ).$53 &3_3&5



红外与激光工程

第
!

期
"""#$%&'#()

第
*!

卷

+!,-..,/0

另一方面 ! 即使文中算法鲁棒性弱于
1234

和

534

!从图
6

可以看出!即使
578

仅为
+9:

!文中算法

的重建结果中的局部重复结构仍清晰可见" 此噪声

水平下 !目前常用的
;<%)$=<

波前重建技术
>

采用前

,!

项
;<%)$=<

多项式
?

的
78@5A

仅为
.9:,

" 因此!文

中算法的鲁棒性虽然弱于
1234

和
534

!但仍具有较

好的应用价值"

!

结 论

文中提出了一种基于梯度场的最小二乘三维面

形重建算法! 采用经典的紧致格式建立差分方程以

提高精度! 将差分方程改写为
5B&C<DE<%

方程! 利用

15

算法求解以降低空间和时间复杂度"

算法分析表明# 若采用中心型线性五点六阶格

式! 可实现最高十阶精度$

15

算法实现空间复杂度

为
F>7G

!时间复杂度约
F>7

HI,

G

"

实验结果表明#

>:G

理想状况下! 采用四阶精度的紧致差分算

子!文中算法重建精度比五点的
J35

和五阶精度的

1234

提高了一个数量级$ 采用六阶紧致差分算子!

文中算法重建精度比
534

提高了一个数量级$

>,G

文中算法重建速度显著优于
1234

和
534

!

略优于
J35

$

>HG

文中算法鲁棒性优于
J35

!弱于
1234

和
534

"
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